
ENSAE Introduction aux processus

2ème année Nicolas Chopin

TD no 1 : Espérance conditionnelle et rappels de probabilités

Ce TD porte essentiellement sur les rappels sur l'espérance conditionnelle vus dans l'introduction

du cours. Il y a également un exercice sur les notions de convergence en probabilité, qui permettra

un petit rappel sur le sujet.

On rappelle la notation x ∨ y = max{x, y} et x ∧ y = min{x, y}. On rappelle également

le résultat important suivant : soit X une variable aléatoire réelle, toute variable aléatoire

σ(X)−mesurable Y s'écrit sous la forme Y = h(X) où h est fonction borélienne.

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur un espace probabilisé (Ω,F ,P),
avec E(X2) <∞, et soit A une sous-algèbre de F . On pose Y = E(X|A).

1) Démontrer que 0 ≤ E(Y 2) ≤ E(X2).

2) Démontrer que E(Y 2) = E(X2)⇒ X = Y p.s.

3) Ce résultat reste-t'il vrai si E(X2) =∞ ?

Exercice 2. On considère un vecteur X = (X1, X2) de densité (par rapport à la mesure de

Lebesgue sur R2) :

fX1,X2(x1, x2) =

{
3
2

1√
x1

0 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1

0 sinon.

1) Calculer la densité marginale de X1, de X2. Calculer E(X1).

2) Déterminer une densité conditionnelle deX2|X1 = x1, et en déduire la valeur de E(X2|X1 =
x1) et de E(X2|X1).

3) Est-ce que X1 et X2 sont indépendantes ?

Exercice 3. Soit T une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1 etX une variable

aléatoire qui, conditionnellement à T , suit une loi gaussienne d'espérance 0 et de variance 1/T .
Autrement dit, T ∼ E(1) et X|T ∼ N (0, 1/T ).

1) Déterminer la densité de X.

2) Quelle est la loi de T conditionnellement à X ?

3) Calculer E(T |X).

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
Calculer E[Y |X ∨ Y ] et E[Y |X ∧ Y ].

Exercice 5. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement

distribuées, de loi exponentielle de paramètre α et N une variable aléatoire, indépendante de la

suite (Xn)n≥1, de loi géométrique de paramètre p. On pose, pour n ≥ 1,

Sn =
n∑

k=1

Xk.

Calculer E(SN |N) et E(N |SN ).

Exercice 6. Quelques révisions sur les di�érentes notions de convergences de va-

riables aléatoires :
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1) Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.réelles avec |Xn| ≤ c p.s.
i) Montrer que si (Xn) converge en probabilité alors elle converge aussi dans Lp pour

tout p ≥ 1.
ii) Proposer un contre-exemple qui montre que si l'hypothèse de bornitude n'est pas

satisfaite, le résultat précédent ne tient plus.

2) Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.réelles i.i.d. avec E(X1) = 0 et E(X2
1 ) = σ2 <∞. On pose

Yn =
1√
n

n∑
i=1

Xi.

i) (Facile). Rappeler pourquoi (Yn) converge en loi et donner la loi limite.

ii) (Plus di�cile, facultatif). Démontrer que (Yn) ne converge pas en probabilité.

3) (Plus di�cile, facultatif). Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles de densités

respectives fn et X une v.a.r. de densité f .

i) Montrer que si fn → f presque partout alorsXn
L−→ X (convergence en loi). Indication :

montrer en fait fn → f p.p ⇒ fn
L1−→ f ⇒ Xn

L−→ X.

ii) Montrer que la réciproque est fausse. Indication : poser fn(x) = [1 − ϕ(nx)]1[0,1](x)
pour ϕ bien choisie.
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