ENSAE Introduction aux processus
2éme année Nicolas Chopin

TD N° 3 : Martingales et temps d’arréts

Exercices 1 et 2 : sur les temps d’arrét. Exercices suivants : sur le début du chapitre sur les
martingales (définitions et propriétés élémentaires, théoreme d’arrét, décomposition de Doob et
jusqu’aux inégalités maximales ; pas besoin d’avoir vu les résultats de convergence).

EXERCICE 1. Soit (F,)nen une filtration sur un espace mesurable (2, F). On rappelle que
pour tout temps d’arrét 7, la o-algébre F. est définie par

Ae FreVneN: An{r <n} € F,.

Soient 11 et 7o deux temps d’arrét. Compléter la preuve des propriétés énoncées en cours :
1) 7 + 79, 71 A T2 et 71 A T2 sont aussi des temps d’arrét,

2y 11 <= Fr CFny,

3) Frinm = Fn N Fry,

4) {n1 < o}, {11 =712} € Frinmn-

5) Que peut-on dire sur Fr v, et Fr UF., 7

EXERCICE 2. On a vu en cours la version suivante de l'identité de Wald :

Théoréme 1. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables ou po-
sitives, de méme espérance. Soit N un temps d’arrét pour la filtration (F)ien+ définie par
Fi =o0(X1,...,X:). On suppose que E(N) < co. Alors

N
E (Z Xl-> = E(N)E(X,).
=1

Voici une autre version de l'identité de Wald :
Théoréme 2. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables ou po-
sitives, de méme espérance. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N, indépendante des
(X;). On suppose que E(N) < co. Alors

N
E <Z XZ-> = E(N)E(X,).
=1

1) Expliquer en quoi les hypotheses du Théoréme 1 et du Théoréme 2 ne sont pas compatibles,
i.e, N ne peut pas étre simultanément indépendante des (X;) et un temps d’arrét pour
(Ft)ten+ avec F, = o(X1,...,Xy), sauf dans le cas trivial ou N est constant presque
stirement.

2) Démontrer le Théoréme 2 (on pourra s’inspirer de la preuve du Théoréme 1 vue en cours
pour démarrer).

EXERCICE 3. Soit (F,)nen une filtration sur un espace mesurable (2, F).

1) Supposons que (X,,) est une sur-martingale pour (F,,) et que E(X,,) est une suite constante.
Prouver que (X,,) est en fait une martingale.



2) Supposons que (M,) est un processus (F,)-adapté, avec M, intégrable pour tout n.
Montrer que

(M,,) martingale < V7 temps d’arrét borné, E(M;) = E(Mp).

EXERCICE 4. Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes, positives, d’espé-
rance égale a 1. On pose F,, = o(Xp,...,X,) pour tout n.

1) On pose, pour tout n, M, = [[;", X;. Démontrer que (M,) est une martingale pour (F,).
2) On pose, pour tout n, Y, = [, v/X;. Démontrer que (Y,,) est une sur-martingale.

EXERCICE 5. Transformation de martingale. Soit (2, F, (F,),P) un espace de probabilité
filtre, X := (X,),>¢ une (Fy,)-sous-martingale, C' := (Cp),,~, un processus (F,)-prévisible.
On définit la transformation de martingale de (X,), <o par (Cp), > par le processus C - X :=
(C . X)nZO tel que - a

(C-X)o=0etVn>1, (C-X)p=> Cre(Xp—Xp_1).
k=1
1) Montrer que si
(a) C est positif : Vn, C, > 0,
(b) C est majoré : 3K > 0,Vn, |Cy| < K p.s.
alors (C' - X)p>0 est une (F,)-sous-martingale.

2) Montrer que si C est majoré et X est une (F,)-martingale alors C' - X est une (F,)-
martingale.

3) Soit 7 un (F,)-temps d’arrét et X une (F,)-martingale telle que Xy = 0, écrire la martin-
gale arrétée X7 comme une transformation de martingale (on rappelle que X7 := X xp).

EXERCICE 6. Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées et intégrables définies sur un méme espace de probabilités (2, F,P). On pose pour
n>1,5,=X1+...+ X, On note Fop = {0,Q} et pour n > 1, F, =0 (X1,...,Xpn)-

1) Supposons que X; est centrée et de carré intégrable, montrer que le processus V :=
(Vi)n>o défini par
Vn >0, V, = 52 — nE[X?]

est une (F,)-martingale. En déduire la valeur de la variation quadratique (S)
AXl]

n-

2) Supposons que, pour tout réel A, Efe < oo et posons, pour tout réel A\, ¢(\) =

InE[e =*1], montrer que le processus (Z,),>0 défini par
Vn >0, Z) = Mo

est une martingale.



