
ENSAE Introduction aux processus

2ème année Nicolas Chopin

TD no 3 : Martingales et temps d'arrêts

Exercices 1 et 2 : sur les temps d'arrêt. Exercices suivants : sur le début du chapitre sur les

martingales (dé�nitions et propriétés élémentaires, théorème d'arrêt, décomposition de Doob et

jusqu'aux inégalités maximales ; pas besoin d'avoir vu les résultats de convergence).

Exercice 1. Soit (Fn)n∈N une �ltration sur un espace mesurable (Ω,F). On rappelle que

pour tout temps d'arrêt τ , la σ-algèbre Fτ est dé�nie par

A ∈ Fτ ⇔ ∀n ∈ N : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn.

Soient τ1 et τ2 deux temps d'arrêt. Compléter la preuve des propriétés énoncées en cours :

1) τ1 + τ2, τ1 ∧ τ2 et τ1 ∧ τ2 sont aussi des temps d'arrêt,

2) τ1 ≤ τ2 ⇒ Fτ1 ⊂ Fτ2 ,
3) Fτ1∧τ2 = Fτ1 ∩ Fτ2 ,
4) {τ1 < τ2}, {τ1 = τ2} ∈ Fτ1∧τ2 .
5) Que peut-on dire sur Fτ1∨τ2 et Fτ1 ∪ Fτ2 ?

Exercice 2. On a vu en cours la version suivante de l'identité de Wald :

Théorème 1. Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables ou po-

sitives, de même espérance. Soit N un temps d'arrêt pour la �ltration (Ft)t∈N∗ dé�nie par

Ft = σ(X1, . . . , Xt). On suppose que E(N) <∞. Alors

E

(
N∑
i=1

Xi

)
= E(N)E(X1).

Voici une autre version de l'identité de Wald :

Théorème 2. Soit (Xi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables ou po-

sitives, de même espérance. Soit N une variable aléatoire à valeurs dans N, indépendante des

(Xi). On suppose que E(N) <∞. Alors

E

(
N∑
i=1

Xi

)
= E(N)E(X1).

1) Expliquer en quoi les hypothèses du Théorème 1 et du Théorème 2 ne sont pas compatibles,

i.e, N ne peut pas être simultanément indépendante des (Xi) et un temps d'arrêt pour

(Ft)t∈N∗ avec Fn = σ(X1, . . . , Xn), sauf dans le cas trivial ou N est constant presque

sûrement.

2) Démontrer le Théorème 2 (on pourra s'inspirer de la preuve du Théorème 1 vue en cours

pour démarrer).

Exercice 3. Soit (Fn)n∈N une �ltration sur un espace mesurable (Ω,F).

1) Supposons que (Xn) est une sur-martingale pour (Fn) et que E(Xn) est une suite constante.
Prouver que (Xn) est en fait une martingale.
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2) Supposons que (Mn) est un processus (Fn)-adapté, avec Mn intégrable pour tout n.
Montrer que

(Mn) martingale⇔ ∀τ temps d'arrêt borné, E(Mτ ) = E(M0).

Exercice 4. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes, positives, d'espé-

rance égale à 1. On pose Fn = σ(X0, . . . , Xn) pour tout n.

1) On pose, pour tout n,Mn =
∏n
i=0Xi. Démontrer que (Mn) est une martingale pour (Fn).

2) On pose, pour tout n, Yn =
∏n
i=0

√
Xi. Démontrer que (Yn) est une sur-martingale.

Exercice 5. Transformation de martingale. Soit (Ω,F , (Fn),P) un espace de probabilité

�ltré, X := (Xn)n≥0 une (Fn)-sous-martingale, C := (Cn)n≥0 un processus (Fn)-prévisible.
On dé�nit la transformation de martingale de (Xn)n≥0 par (Cn)n≥0 par le processus C · X :=
(C ·X)n≥0 tel que

(C ·X)0 = 0 et ∀n ≥ 1, (C ·X)n =

n∑
k=1

Ck(Xk −Xk−1).

1) Montrer que si

(a) C est positif : ∀n, Cn ≥ 0,

(b) C est majoré : ∃K > 0,∀n, |Cn| ≤ K p.s.

alors (C ·X)n≥0 est une (Fn)-sous-martingale.

2) Montrer que si C est majoré et X est une (Fn)-martingale alors C · X est une (Fn)-
martingale.

3) Soit τ un (Fn)-temps d'arrêt et X une (Fn)-martingale telle que X0 = 0, écrire la martin-

gale arrêtée Xτ comme une transformation de martingale (on rappelle que Xτ
n := Xτ∧n).

Exercice 6. Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement

distribuées et intégrables dé�nies sur un même espace de probabilités (Ω,F ,P). On pose pour

n ≥ 1, Sn = X1 + . . .+Xn. On note F0 = {∅,Ω} et pour n ≥ 1, Fn = σ (X1, . . . , Xn).

1) Supposons que X1 est centrée et de carré intégrable, montrer que le processus V :=
(Vn)n≥0 dé�ni par

∀n ≥ 0, Vn = S2
n − nE[X2

1 ]

est une (Fn)-martingale. En déduire la valeur de la variation quadratique 〈S〉n.
2) Supposons que, pour tout réel λ, E[eλX1 ] < ∞ et posons, pour tout réel λ, φ(λ) =

lnE[e =λX1 ], montrer que le processus (Zλn)n≥0 dé�ni par

∀n ≥ 0, Zλn = eλSn−nφ(λ)

est une martingale.
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